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Euclid’s Game

யூகக்ளளிடினக்  விளளயயாடக்ட

Introduction

அறிமுகமக்
Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers,
and you will find a way to win the game, always!

விளளயயாடதலக்  நமகக்கு  மிகுநக்த  மகிழக்ச க்சிளயதக்  தருமக்  ஒரு  சசயலயாகுமக் .
எணக் களளகக்  சகயாணக் ட  இனக் று  நயாமக்  விளளயயாட  பபயாகிபறயாமக் .  இதிலக்
எபக்பபயாதுபம  சவெறக்றிசபறுவெதறக்கயான  உதக்திளயயுமக்  நநீஙக்களக்
சதரளிநக்துகக்சகயாளக்ள பபயாகிறீரக்களக் .

Task 1: Play the Euclid’s game

முதலக்  சசயலக் : யூகக்ளளிடினக்  விளளயயாடக்ட
1. This is a two-player game.

1. விளளயயாட இரு நபரக்களக்  பதளவெ.
2. The rules of the game are as follows.

2. விளளயயாடக்டினக்  விதிகளக் பினக் வெருமயாறு.
• You can decide who plays first.The first player, say Player 1, writes down a number

that is between 1 and 100, including both. Let us call this number ‘A’. The second
player, say Player 2, can write down another number of his/her choice. Let’s call this
number ‘B’.

• விளளயயாடக்ளட  யயாரக்  சதயாடஙக்குவெயாரக்களக்  எனக் பளத  நநீஙக்கபள  முடிவ
சசயக்து சகயாளக்ளலயாமக்.  முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக் (ஆடக்டகக்கயாரரக் 1),  1  முதலக்  100
வெளரயிலக்  உளக்ள  ஓரக்  எணக் ளணதக்  பதரக்நக்சதடதக்துகக்  சகயாணக் ட  அளத
எழுத  பவெணக் டமக்.  இநக்த  எணக் ளண  ‘A’  எனகக்  சகயாளக்பவெயாமக்.  இரணக் டயாமக்
ஆடக்டகக்கயாரரக்  (ஆடக்டகக்கயாரரக்  2),  மிதமுளக்ள  99  எணக் களளிலக்  விருபக்பபக்படக்ட
ஒனக் ளற எழுதிகக்சகயாளக்ளலயாமக். இநக்த எணக் ளண ’B’ எனகக் சகயாளக்பவெயாமக்.

• Now, the first player will write the number (A – B) or (B – A), whichever is positive.
Let's call this number ‘C'.

• இபக்பபயாது,  முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  (A  −  B)  அலக்லது  (B  −  A)ஐ  கணகக்கிட
பவெணக் டமக்.  எதிலக்  மிளக  எணக் ளண  விளடயயாக  சபறுகிறயாபரயா  அளத
அவெரக்  எழுதிகக்  சகயாளக்ள  பவெணக் டமக்.  இநக்த  எணக் ளண  ‘C’  எனகக்
சகயாளக்பவெயாமக்.

• Next, it is the second player's turn. He/she has a choice. He/She can either write the
difference between C and A or the difference between C and B. However, if one of
these differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) then it cannot be
written again. (All differences are taken to be positive.)

• பினக் னரக்,  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக் அவெரது சுறக்றிலக்  (C − A)  அலக்லது (C − B)
-இலக்  எளதகக்  கணகக்கிடபக்பபயாகிறயாரக்  எனக் பளததக்
பதரக்நக்சதடதக்துகக்சகயாளக்ளலயாமக்.  ஆனயாலக் ,  எணக்  சதயாகுபக்பிலக்   ஏறக்கனபவெ
அவெக்சவெணக்  இடமக்  சபறக்றிருநக்தயாலக்  (அதயாவெது, A  அலக்லது B அலக்லது C ஆக
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இருநக்தயாலக் ) அது மீணக் டமக் எழுதபக்படகக்கூடயாது.  (கழிதக்தலிலக்  சபறக்ற எணக்
மிளக எணக் களயாக (positive numbers) கருதபக்படமக்)

• Similarly, in subsequent turns, the players take turns to write a number which is the
difference between any two numbers in the list, provided the number itself is not
already present in the list.

• இபதபபயால,  எணக்  சதயாகுபக்பிலக்  இடமக்சபறக்றிருகக்குமக்  இரு  எணக் களளினக்
விதக்தியயாசதக்ளத  அடதக்தடதக்த  சுறக்றிலக்  கணகக்கிடக்ட  ஆடக்டகக்கயாரரக்களக்
எழுதிகக்சகயாளக்வெயாரக்களக் .  ஆனயாலக் ,  அது  சதயாகுபக்பிலக்  ஏறக்கனபவெ
இடமக்சபறயாத எணக் ணயாகவமக் இருகக்க பவெணக் டமக்.

• The game ends when it is not possible to write any new number.

• கழிதக்தலினக்  மூலமக்,  புதிதயான  எணக்  ஏதுமக்  கிளடகக்கவிலக்ளல  எனக் றயாலக்
ஆடக்டமக் முடிவசபறக்றுவிடக்டதயாக கருதிகக்சகயாளக்ள பவெணக் டமக்.

• The person who writes the last number will be the winner.

• இறுதியயாக  எணக் ளணபக்  பதிவிடக்டவெரக்தயானக்  ஆடக்டதக்திலக்  சவெறக்றி
சபறக்றவெரயாவெயாரக்.

Let us look at a sample run of the game.

ஓரக் எடதக்துகக்கயாடக்ளட இபக்பபயாது பயாரக்கக்கலயாமக்.

• Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose
his/her number (as the upper limit is 100).

• முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  எணக்  12-ஐ  பதரக்நக்சதடகக்கிறயாரக்  எனக் று
எடதக்துகக்சகயாளக்பவெயாமக்.  இபக்பபயாது  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  99
எணக் களளிலக்  ஒனக் ளறதக்  பதரக்நக்சதடகக்கலயாமக்.  (100 எணக் களளிலக்  ஒனக் ளற
பதரக்நக்சதடகக்கபவெணக் டமக் எனக் பதயாலக் )

• Suppose, the second player chooses 16, then the first player can only write 4, i.e.
the difference between 16 and 12.

• இரணக் டயாமக் ஆடக்டகக்கயாரரக் எணக்  16-ஐ பதரக்நக்சதடகக்கிறயாரக் எனக் றயாலக் , முதலக்
ஆடக்டகக்கயாரரக் எணக்  4-ஐ தயானக்  எழுத முடியுமக். ஏசனனக் றயாலக் , 16-லிருநக்து 12-
ஐ கழிகக்கிபறயாமக்.

• The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the
player could not have written the difference between 16 and 4, as 12 is already in
the list.

• பினக் னரக்,  12-லிருநக்து  4-ஐ  கழிபக்பதயாலக்  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  8 ஐ
எழுதுகிறயாரக்.  இவெரக்  16  மறக்றுமக்  4-இனக்  விதக்தியயாசதக்ளத  எழுதியிருகக்க
முடியயாது  ஏசனனக் றயாலக்  சதயாகுபக்பிலக்  12  ஏறக்கனபவெ
இடமக்சபறக்றிருகக்கிறது.

• Now there is no possibility of  writing new numbers,  so the game ends with the
numbers  4,  8,  12,  and  16  appearing  in  the  list  (12,  16,  4,  8  in  the  order  of
appearance).

• இபக்பபயாது,  புதிய  எணக் கபளதுமக்  எழுதுவெதறக்கயான  வெயாயக்பக்புகளக்  இலக்ளல.
ஆதலயாலக் ,  ஆடக்டதக்தினக்  முடிவிலக்  எணக் களக்  4,  8,  12,  மறக்றுமக், 16 ஆகியளவெதக்
சதயாகுபக்பிலக்  இடமக்சபறக்றுளக்ளது.  (எழுதபக்படக்ட  வெரளிளசயிலக்
எடதக்துகக்சகயாணக் டயாலக் 12, 16, 4, 8 ஆகுமக்)
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• There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she
wrote the last number 8.

• சதயாகுபக்பிலக்  சமயாதக்தமக்  நயானக் கு  எணக் களக்  உளக்ளன.  இரணக் டயாமக்
ஆடக்டகக்கயாரரக்  சவெறக்றி  சபறக்றயாரக்,  ஏசனனக் றயாலக்  அவெரக்தயானக்  எணக்  8 ஐ
இறுதியயாக எழுதினயாரக்.  

Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for
each game and record your observations in the table below. For the last column, where
you record the winner, mention whether Player 1 (who chose the first number) won or
Player 2 (who chose the second number) won.

உஙக்களக்  நணக் பருடனக்  இநக்த  ஆடக்டதக்ளதபக்  பல  முளற  விளளயயாடஙக்களக் .
ஒவெக்சவெயாரு  ஆடக்டதக்திலுமக்  சதயாகுபக்பிலக்  இடமக்சபறக்ற  எணக் களள  ஆரயாயக்நக்து,
நநீஙக்களக்  உறக்றுபநயாகக்கியவெறக்ளறகக்  கீபழ  சகயாடகக்கபக்படக்டளக்ள
அடக்டவெளணயிலக்  பதிவிடஙக்களக் .  சவெறக்றி  சபறக்றவெரக்  எனக் ற  கடக்டதக்திலக் ,
ஆடக்டகக்கயாரரக் 1 (முதலக்  எணக் ளணதக் பதரக்நக்சதடதக்தவெரக்) அலக்லது ஆடக்டகக்கயாரரக் 2
(இரணக் டயாமக் எணக் ளணதக் பதரக்நக்சதடதக்தவெரக்) எனக் று குறிபக்பிடஙக்களக் .

Initial
Numbers The smallest

number in
the list

The largest
number in

the list

All the numbers
in the list

(in ascending
order)

How many
numbers
are there

in the list?

Winner

Player
1

Player
2

சதயாடகக்க
எணக் களக்

சதயாகுபக்பி
லக்

இடமக்சபறக்
றுளக்ள

மிகசக்சிறிய
எணக்

சதயாகுபக்பி
லக்

இடமக்சபறக்
றுளக்ள

மிகபக்சபரளி
ய எணக்

சதயாகுபக்பிலுளக்
ள அளனதக்து

எணக் களுமக்
(ஏறுவெரளிளசயி
லக்  எழுதுஙக் களக் )

சதயாகுபக்பி
லக்

எதக்தளன
எணக் களக்
உளக்ளன?

சவெறக்றி
சபறக்ற

வெரக்ஆடக்ட
கக்கயார

ரக் 1

ஆடக்ட
கக்கயார

ரக் 2
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Task 2: Predict the numbers in the list

சசயலக்  2: படக்டியலிலக்  உளக்ள எணக் களளகக் கணளிதக்தலக்
Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can
you predict the numbers that you will arrive at, while playing the game?

ஆடக்டதக்தினக்  சதயாடகக்க  எணக் களக்  வெழஙக்கபக்படக்டளக்ள  நளிளலயிலக் ,
விளளயயாடமக்பபயாது  எநக்சதநக்த  எணக் களளபக்  சபறுவீரக்களக்  எனக் று  கணளிதக்திட
இயலுமயா?

(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship
between the initial numbers and the numbers in the list.)

(குறிபக்பு:  தீரக்வ  கிளடகக்கயாமலக்  பபயானயாலக்  அடக்டவெளணளயபக்  பயாருஙக்களக் .
அதிலுளக்ள  சதயாடகக்க  எணக் களுகக்குமக்,  படக்டியலிடபக்படக்ட  எணக் களுகக்குமக்
இளடபய ஏபதனுமக் சதயாடரக்பு உளக்ளதயா எனக் பளதசக் பயயாசளனசக் சசயக்யுஙக்களக் )

Predict all the numbers in the list if:

பினக் வெருமக்  சதயாடகக்க  எணக் களுகக்கு,  முடிவெயாக  கிளடகக்ககூடிய  எணக் களளகக்
கணளிதக்திடஙக்களக் :
1. The initial numbers are 9 and 15.

1. 9 மறக்றுமக் 15

___________________________________________________________________________________________

2. The initial numbers are 20 and 9.

2. 20 மறக்றுமக் 9

___________________________________________________________________________________________

3. The initial numbers are 13 and 17.

3. 13 மறக்றுமக் 17

___________________________________________________________________________________________

4. The initial numbers are 7 and 35.

4. 7 மறக்றுமக் 35

___________________________________________________________________________________________

5.  How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across
the examples?

5. ஒவெக்சவெயாரு  எடதக்துகக்கயாடக்டிறக்குமக்  எணக் களள  எவெக்வெயாறு  கணளிதக்தீரக்களக் ?
இவெக்சவெணக் களளிலக்  ஏபதனுமக் அளமபக்பு இருபக்பளதகக் கவெனதக்தீரக்களயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________
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6. Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will
ensure that one of the players will always win this game? (Which player can adopt this
strategy and always win?)

6 எணக் களளகக்  கணக் டறியுமக்  உதக்தி  தறக்பபயாது  உஙக்களுகக்குதக்  சதரளியுமக் .
அபதபபயால,  இரு  ஆடக்டகக்கயாரரக்களளிலக்  ஒருவெபர  எபக்பபயாதுமக்  சவெறக்றி
சபறுவெளத  உறுதிசக் சசயக்வெதறக்கயான  ஓரக் உதக்திளய  உஙக்களயாலக்  கணளிகக்க
முடியுமயா?  (இருவெரளிலக்  எநக்த  ஆடக்டகக்கயாரரக் இநக்த  உதக்திளயபக்  பயனக் படதக்தி
எபக்பபயாதுமக் சவெறக்றி சபறலயாமக்?)

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

Task 3: Looking for proofs of some conjectures

சசயலக்  3: சில ஊகஙக் களள நளிரூபிகக்க முயறக்சிதக்தலக்
Some students  made these interesting observations after  playing a  few rounds of  the
game:

சில  ஆடக்டஙக்களுகக்குபக்  பினக் ,  மயாணவெரக்களக்  சிலரக் கவெனளிதக்த  சுவெயாரஸக் யமயான
ஊகஙக்களக்  கீபழ சகயாடகக்கபக்படக்டளக்ளது.
Observation 1: The smallest  number in the final  list  is  the HCF of  the initial  pair  of
numbers.

ஊகமக்  1:  இறுதி  எணக் சதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறிய  எணக் தயானக்  சதயாடகக்க
எணக் களளினக்  மீ.சபயா.வெ ஆகுமக்.

Observation 2: All  and only the  multiples  of  this  smallest  number up  to  the largest
number appear in the list.

ஊகமக்  2:  சபரளிய எணக்  வெளரயிலக்  உளக்ள  இநக்த  மிகசக்சிறு  எணக் ணளினக்
சபருகக்கிகளக்  மடக்டபம எணக் சதயாகுபக்பிலக் இடமக்சபறுமக்.

1. Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

1.  அளனதக்து  எணக் பசயாடிகளளிலுமக்  இவெக்வெயாறு  ஏனக்  நளிகழக்கிறது  எனக் பளத
உஙக்களயாலக் கூற முடியுமயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

Let us look at the two observations.

இரணக் ட ஊகஙக்களளயுமக் தனளிதனளிபய இபக்பபயாதுகக் பயாரக்கக்கலயாமக் .
• Observation 1 says the following:

a) The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b) The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two
initial numbers.

• ஊகமக் 1-றினக்  படி

a) எணக் சதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக்  சதயாடகக்க  எணக் களக்
இரணக் ளடயுபம வெகுகக்குமக்.

b) எணக் சதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக்  ஏபதயா  ஒரு  சபயாது
வெகுஎணக் ணயாக  மடக்டமக்  இருபக்பதிலக்ளல,  இரு  சதயாடகக்க  எணக் களளினக்
மீ.சபயா.வெ ஆகவமக் உளக்ளது.
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• Observation 2  implies the following:

a) All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list,

b) All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the
list.

• ஊகமக் 2-னக்  படி

a) எணக் சதயாகுபக்பிலக்  இடமக்சபறக்றுளக்ள அளனதக்து எணக் களுமக் அதிலுளக்ள
மிகசக்சிறு எணக் ணளினக்  சபருகக்கிகளயாக இருகக்குமக்.

b) மிகபக்சபருமக்  எணக்  வெளரயிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக் ணளினக்
சபருகக்கிகளக்  அளனதக்துமக் எணக் சதயாகுபக்பிலக் இடமக்சபறுமக்.

2. We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

2.  இநக்த  ஊகஙக்களள  நளிரூபிகக்க  அலக்லது  சரளிபயாரக்கக்க  பவெணக் டமக் .  இளதசக்
சசயக்திடமக் வெழிகளளகக் கணக் டபிடிகக்க உஙக்களயாலக் முடியுமயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

Points to ponder

சிநக்திகக்க பவெணக் டியளவெ
1) Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will

allow for a winning strategy?

1)  அளனதக்து  எணக் பசயாடிகளுமக்  சவெறக்றி  சபறகக்கூடிய  உதக்திளய
அனுமதிகக்குமயா?  இலக்ளலசயனக் றயாலக் ,  எவெக்வெயாறயான எணக் களக்  சவெறக்றிசபறுமக்
உதக்திளய அனுமதிகக்குமக்?

2) What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a
three-player game?

2)  முதலக்  மூனக் று எணக் களக்  தறக்பபயாகக்கயாக பதரக்நக்சதடகக்க அனுமதிகக்கபக்படக்டயாலக்
எனக் னவெயாகுமக்?  உதயாரணமயாக,  மூவெரக்  விளளயயாடமக்  ஆடக்டமயாக
மயாறக்றியளமபக்பது எவெக்வெயாறிருகக்குமக்?

References
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